Prof. A.F.Guimaraes
Fisica 2 - Questoes 10

Questao 1

O livre percurso médio das moléculas de um
gas pode ser determinado a partir de medicdes
(por exemplo, da viscosidade do gas). A 20°C e a
pressdo de 75 cmHg, tais medi¢bes levam aos
valores:

e I,(argdnio) = 9,9 x 10~°cm

o Iy, (nitrogénio) = 27,5 x 10~¢cm.

(a) Determine a razdo dos diametros efetivos das
secdes de choque do argdnio e do nitrogénio. (b)
Qual seria o livre percurso médio para o argonio,
a 20°C e a 15 cmHg? (c) Qual seria o livre
percurso médio para do argobnio a -40°C e 75
cmHg?

Resolucao:

a) A equacao do livre caminho médio é dada por:

1

V2N -d2
(1.1)

[ =

Assim, teremos:

1

& 2: \/E'T['NAr'l_Ar
dy, 1

VZ Nyl
(1.2)

2

Levando em consideragdo que os dois gases se
encontram nas imesmas condi¢des (pressdo e
temperatura), para 1 m3, teremos: Ny, = Ny,.

Assim, utilizando os valores fornecidos e a
equacao (1.2), teremos:

o\ _In, _ 275
dy, L, 99
% =1,7

d,\,2

(1.3)

b) Da equacdo de estado temos para o nimero de
mols, 20°C e 75 cmHg:

pV = nRT
9,9967 -10*-1=n"-8,31-293
~n=41,1mols
(1.4)

Que conduz a:

N =n- NA
N =8,2:6,02-10%3 = 2,47 10%°
(1.5)

Ou seja, 2,47 -10%° 4tomos por metro cubico.
Agora, podemos determinar o didmetro do atomo
de argonio, com auxilio da relagao (1.1). Logo:

1

V2:-m1-2,47-10%5-9,9-10°8
dyr =3,03-10"8 cm
(1.6)

2
dAr_

Vamos utilizar o mesmo procedimento de (1.4) e
(1.5), para a temperatura de 20°C e 15 cmHg.
Assim, teremos:

N = 4,94 - 10%*
(1.7)

Com o auxilio da equacao (1.1), teremos:

1
\/E " 4,94 - 1024 - (3 . 10—10)2
ol 251107 5cm
(1.8)

l_Ar =

c) Novamente, utilizando a equacao de estado,
teremos:

N =3,11-10%°
(1.9)

Utilizando a relagao (1.1):

1
V2:m-3,11-10%5(3 - 10710)2
“ Ly =8,04-10"%cm
(1.10)

l_Ar =
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Questao 2

Uma molécula de hidrogénio (didmetro
1078 ¢m) escapa de um forno (T = 4000 K) com
a velocidade quadratica média e entra em uma
camara que contém atomos de argdnio frio
(diAmetro 3-1078¢m), a densidade 4-10%°
atomos/cm3. (a) Qual a velocidade da molécula
de hidrogénio?(b) Considerando a molécula de
hidrogénio e o atomo de argdénio como esferas,
qual seria a distadncia minima de aproximacao de
seus centros, em uma colisdo?(c) Qual o niumero
inicial de colisdes por unidade de tempo que
sofre a molécula de hidrogénio?

Resolucao:
a) Determinando a velocidade quadratica média,
teremos:

kT
m

Ugm

2-1,67-10"27
L Vg = 7041,4m - s71
(2.1)

1
3-1,38-10723-4-10%\2
Vgm =

b) Tomando os didmetros, teremos:

dy, d
Do = 7” + % =2-10"1%m
(2.2)

c) Utilizando o resultado de (2.2), teremos para o
livre caminho médio:

1
\/E'H'NA,«'DZ
1

D=
min

[ =

\/7._” +4-1025-2-10-10
~1l=141- 107"m
(2.3)

Assim, utilizando os resultados de (2.1) e
(2.3)teremos para a frequéncia de colisdes:

Vgm 70414
m_ ~ 5.10%0 col - s~1
I 141-10~7 corss

(2.4)

Questao 3

Obtenha uma expressdo para estimar o
numero de moléculas que incidem, por segundo,
sobre um elemento de drea unitaria da parede do
recipiente que contém o gas.

Resoluc¢ao:

Seja uma molécula que colide com a parede do
recipiente que a contém. Vamos considerar a
colisao elastica. Vamos também assumir que a
colisao seja frontal, ou seja, vamos assumirque a
velocidade da molécula possui . somente
componente “x” (as outras componentes da
velocidade ndo sofrem variacdo). Assim, a forca
média que a parede exerce nessa molécula sera
dada por:

Em que At é o intervalo de tempo da duracdo da
colisao. Considerando que para um elemento
unitario de area tenhamos N moléculas,
podemos escrever entao:

“2mvy,; p =

N
At
N p

At 2mv,
(3.2)

Questao 4

Mostre que a velocidade relativa das
moléculas de um gas cujas moléculas movem-se

com a mesma velocidade v, é dada por: U,,; = %17
e ndo por V2 - ¥ (que é o resultado obtido quando
se considera a distribuicdo real das velocidades
moleculares).

Resolucao:

Vamos considerar duas moléculas 1 e 2:

5\{‘

A velocidade relativa sera dada por:
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- - -
Upetr = V1 — V3

(4.1)

Utilizando a lei dos cossenos, teremos:

1
Vyer = (V2 + V3 — 2 - v,1,0560)2
(4.2)

Como v; = v, = v, teremos para (4.2):

1 0
Vyer = V(2 — 2c0s6)2 = 20 sen—
(4.3)

1-cos6
2
quadrante I ou II, que é o nosso caso, devido a
simetria esférica.
A questdo agora é determinar o valor médio de

0 6 ,
Em que sen;zi , +ose - estd no

6 _ .
sen— para obtermos ¥,,;. Para isso, temos que

tomar a média ponderada em cima de todos os
angulos possiveis.

Tais angulos se encontram em uma esfera.
Entdo, devemos tomar a média considerando o
angulo sélido da simetria esférica.

Assim, teremos:

0 fsen% dQ
I R T

(4.4)

Em que o angulo sélido é definido como a razao
do elemento de area pelo raio ao quadrado, ou
seja:

Para a nossa simetria esférica, a integral no
denominador de (4.4) sera:

Para a integracdo do numerador, tomaremos o
elemento de area dado por:

dA = 2mR?sen6 do
(4.7)

Assim, utilizando (4.6) e (4.7) a expressao (4.4)
sera dada por:

6 1

T
sen— = —f sen—senfdo
0 2

2 2
(4.8)

Utilizando a relagao:
1
senA - senB = > [cos(A — B) — cos(A+ B)]
(4.9)
A equacao (4.8) se torna:

__6 1 f" (—9) o f” 360 i
sen = Ocos 5 Ocos2
6

6 2
.-sen2—3

(4.10)

Assim, utilizando o resultado de (4.10) em (4.3),
teremos:
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Questao 5

(a) Usando a distribuicao de Maxwell obtenha os
valores de 7, vy, e v, em funcdo de T, da

constante dos gases R e da massa molecular M do
gas. (b) Ache o valor da razdo v/vgy,. (c) Ache o

valor da razdo v/v,. (d) As razdes encontradas

nos itens (b) e (c) dependem de T e de M?
Resolucao:
a) Para a velocidade média teremos:

) Ooo N()vdv

N
(5.1)

v =

Em que

gz_m_vz
N =4N( ) 2kgT
(v) = 4m 2mker) V¢

(5.2)

Substituindo em (5.1), teremos:

2

o 3
. m \z , -m
U= 41 v3e 2ksTdy
0

2rkgT
(5.3)

Lembrando que
« 1
_ 2
L x3e ™ dx = T2
(5.4)
Teremos para (5.3):

1
2

(e
(5.5)

Sabendo que kg = N% e M = m- Ny, teremos para
(5.5):

()
(5.6)

Para a velocidade quadratica média teremos:

— fOOON(v)vzdv
i
(5.7)

Utilizando (5.2) e lembrando que:

Jooox“‘e‘A"zdx = %(%)

(5.8)

1
2

Teremos para (5.7):

— 3kgT
v_m
9)

Utilizando as relagdes de kz e M, teremos para a

velocidade quadratica média:

1
> _ (3RT>2
M

(5.10)

Paraa velocidade mais provavel, devemos tomar
o ponto de maximo da func¢do de distribuicao.

Logo:

dN(v)
dv ,
(5.11)

Utilizando (5.2), teremos:
3
dN(v)_4 N( m )5[2
dav T \omket) 1Y
+ v? (—

(5.12)

2mv _mv?
)] e 2kgT
2kpT

Utilizando a condicdo (5.11), teremos:

2k T
v”:( m)

(5.13)

1
2

Utilizando as relagdes de kg e M, teremos para

(5.13):
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1
2RT\?
%=<M)

(5.14)

b) Utilizando (5.6) e (5.10), teremos:

~(52)

1

8RT\ 2
M
3RT
M

(5.15)

1
2

c) Utilizando (5.6) e (5.14), teremos:

_ /8RT\2
v | oM
. 2RT
? M
(5.16)

d) Nao.
Questao 6

Um gas consiste de N particulas. (a) Mostre
que v,y = U independentemente da forma da
distribuicao das velocidades. (b) Quando vale o
sinal de igualdades?

Resolucao:

a) Vamos considerar um  sistema  de duas
particulas, a saber, 1.e 2. Assim, teremos para a
velocidade média:

__ U1t
i W/
6.1)

E para a velocidade quadratica média:

1
v + v3\2
2

(6.2)

Vgm

. D
Tomando a razio —, teremos:

Vgm

v (v +1,)? z
Vgm <2(v12 + v22)>
(6.3)

Mas o resultado de (6.3) é sempre menor do que
1, ou seja:

<(171 +1,)? 1

2
) <1, Vviev, € Rcomv; # v,

2(w +v3)
(6.4)

Assim, vg,, > v.Se vy = v, # 0,teremos vy, = U.

Para N particulas, teremos para a velocidade
média:

Zlivzo Ui
N
(6.5)

v =

Para a velocidade quadratica média:

1

N 2\2
_ [ Li=oVi
Vam =\~

(6.6)

Tomando a razao, teremos:
1
v [CEv)?|?

Vgm - N-¥i,vf
(6.7)

0 que foi observado para o resultado de (6.3),
também se aplica para o resultado de (6.7).

Questao 7

Um gas hipotético, com N particulas, tem a
distribuicao de velocidades como mostra a figura
abaixo (N, = 0 parav > 2v,). (a) Calcule a em
funcdo de N e v,. (b) Calcule o nimero de
particulas com velocidade entre 1,5v, e 2v,. (c)
Calcule a velocidade média das particulas.
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Resolucao:
a) Vamos tomar a integral da funcao N,,:

f N,dv = Area
0
(7.1)

Mas a integral (area da figura no grafico) sera
igual ao namero de particulas N. Assim, teremos:

_ @vy+wvp)a 2N
B 2 nas 3v,
(7.2)

b) O niimero de particulas com velocidade entre
1,5v, e 2v, sera dado por:

21.70
f Nydv = Area, sy, -2v,
1

,5V9

(7.3)

Assim, utilizando o resultado de (7.2), teremos:

Area115vo_>2v0 =0,5vy-a = 3
(7.4)

c)Para 0 < v < v, temos:

N a
= —-7p
v Vo

(7.5)
E paravy, < v < 2v,, teremos:

N, =a
(7.6)

Assim, utilizando (7.2), (7.5) e (7.6), teremos:

_ 1 ("
v=N-f0 N, v dv
2170

2 Yo 2
——J vidv + — vdv
0

302 3vp J,,,
_ 11w,
U=
9

(7.7)

Questao 8

Um recipiente de volume igual a 1000 cm?3
contém argdnio a pressdo de 3,0 X 10°Pa e a
temperatura de 300 K. O peso atémico do argdnio
é 40. (a) Quantos atomos de argdnio existem no
recipiente? (b) Qual é a velocidade média destes
atomos? (c) Quantos atomos por segundo
colidem numa areade 1,0 X 10~3cm? sobre uma
das paredes do recipiente? (d) Se esta area for
um orificio, e se todos os atomos que atingirem-
no deixarem o recipiente, quanto tempo levara
para que o numero de atomos no recipiente

1 i s
decresca para - do valor inicial?

Resolucao:
a) Utilizando a equacdo de estado para um gas
ideal, teremos:

pV = nRT
3-10°-10"2 =n-8,31-300
n = 0,12 mols
(8.1)

N
E comon = K teremos:
A

N =0,12-6,02-10%3 = 7,22 - 10%? Atomos
(8.2)

b) Utilizando o resultado de (5.6), teremos:

1 1
_ (8 . RT)E B (2 ec 8,31 - 300)5
VEUTm ) T\#0 40108
7 =3987m-s !
(8.3)

c) A for¢a média que a parede exerce nos atomos
que é dada por:
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F=p-A
(8.4)

Mas, por sua vez, a for¢a é a taxa de variacdo do
momentum linear de cada atomo. Assim,
teremos:

_3:10°-1-1077
At 2-40-1,67 10727 - 400
N ,
W—=0563-10204t-s7!
At
(8.5)

d) A variacdo no niumero de atomos é dada por:

1
AN = N, (2 - 1) = —4,564 - 1022
(8.6)

Utilizando o resultado de (8.5), poderemos
determinar o intervalo de tempo para que o
numero de atomos decaia para o valor dado por
(8.6). Logo:

Questao 9

Usando a distribuicao de Maxwell, mostre que
a velocidade relativa média” é dada por:
Vyer = 2.
Resolucgao:
Seja a seguinte
Maxwelliana:

funcdo de distribuicdo

_ mv?
) ¢ 2KpT

F(v)=N(

2nkgT
(9.1

De tal forma que se fizermos uma mudanca de
coordenadas, no espago das velocidades, ou seja,
das coordenadas cartesianas (vx,vy,vz) para as
coordenadas esféricas (v,0,¢), A expressdo de
(9.1) se torna na expressao de (5.2). Como se
segue:

fooN(v)dv - ij(v)d%
0 —00
(9.2)

d3v

N\ \dv

\

v-senf - dp

——

N
<

[fuyrany R —

‘>v

y

7

<
7
7
’

Ux

Utilizando (9.1), em (9.2), teremos:

2 m o\ _mv’ ;
N 2kpT
.]-_oo (ZﬂkBT) ¢ v

2m b 00 m \; _mv?
= [ o f senddo f N( ) e ZReT 2y
fo 0 0 2mkgT
m % mv?
~ N =4 2,7 2kgT
@) ”(anBT) vee o
(9.3)

Em que d3v = v?sen6 dO de dv.

No entanto, utilizaremos a expressao (9.1)
para esse calculo.

Sejam duas particulas 1 e 2 de tal forma que a
velocidade relativa entre elas sera dada por:

Vet = V1 — Vp

(9.4)

Para o centro de massa:

(m; + mz)l_/;m = m1171 + mzﬁz
(9.5)

Considerando a probabilidade simultanea (v; e
v,) e tomando a média, teremos:

3
o e a2
Vret = \mkpT) \2mkyT

myvf _mzvzz

Jd3v1Jd3v2|ﬁl—5z|6_2kBT ZkBT
(9.6)
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Em que v, = |V; — U,]. Em vez de efetuar as
integracdes em v; e v,, faremos a integracdo em
Veom € Vyer- Das relacées (9.4) e (9.5), temos:
e, = MVer, — mlarel
M 2 M

(9.7)

> -
Mch + M3y Ve
lﬁ =

-

Em que M=m;+m, Os espacos das
velocidades do centro de massa e também das
velocidades relativas sdo similares aos espacos
de v; e v, tanto que o valor absoluto do
jacobiano de transformagao (M) vale 1.

(1) Manual de férmulas e tabelas Matematicas, M. R. Spiegel, McGraw Hill,
1973, Brasil.

De tal forma que:

d3v,d3v, = d3V,,,d3v,,
(9.8)

Utilizando (9.7), (9.8) em (9.6), teremos:

3

B 3
= () (i)
ret = \2nkgT) \2mkgT

MVén
3 - 3
d V;me ZkBde VUretVrel®

(9.9)

_#1,2”331
2kgT

mqm,
M
A primeira integral de (9.9), para todas as

velocidades do centro de massa, vale:

(anBT>
M

(9.10)

Em que y;, =

3
2

A segunda integral de (9.9), também pode ser
encontrada  utilizando-se as  coordenadas
esféricas para o espaco das velocidades relativas,
conforme foi efetuado em (9.3). De qualquer
modo, seu valor remete a velocidade relativa

média. Assim, teremos:
3

i 8kyT\2
Vyel = -~
1,2

(9.11)

Para particulas idénticas, ou seja, de mesma
massa (m; = m, = m), teremos:

m
M=2mep,= 5
(9.12)

Assim, com o resultado de (9.12), teremos para
(9.11):

Vyer = 72
(9.13)

Em que v é a velocidade média das particulas de
um gas, dada por (5.5).

Questao 10

Particulas coloidais em solucao flutuam na
superficie .de um liquido, no qual estdo em
suspensdo. Seja p’ a densidade do liquido, p a
densidade das particulas e V o volume de uma
particula. Prove que o nimero de particulas por
unidade de volume do liquido varia com a altura
segundo a relagdo:

_ Ny ’
Ny = Ny ,gexp _ﬁV(P —p)gh

Essa equacao foi verificada por Perrin nos seus
estudos do movimento browniano.

Resoluc¢ao:

Vamos considerar, para esse caso, uma atmosfera
em miniatura. Logo as particulas coloidais terdo
uma “massa aparente“ devido ao empuxo
exercido pelo liquido. Assim, teremos:

Wep =W —E
Mapg =mg —p'gV; m = pV
S Mey = V(,D - pl)
(10.1)

Conforme foi efetuado em Fisica 2 - 09 questdo
14, podemos tomar para a variagdo de pressao
com a altitude a expressao dada por (14.1):
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Em que p é a densidade das particulas coloidais
em suspensao dada por:

pM

P=RT

(10.3)
Em que M = Nym. No nosso caso:

M = NAmap
(10.4)

Agora utilizando (10.1)-(10.4), teremos:
dp pNA
&= Ve
(10.5)

Integrando, teremos:

?=——V(p p)gj dy

Do
WP = poexp [—ﬁV(p —-p )gh]
(10.6)

Utilizando o mesmo raciocinio utilizado em
(144) e (14.5) da questao  referida
anteriormente, teremos:

Ny ,
Ny = Ny, g€xp [_ ﬁV(P —-Pp )gh]
(10.7)

Questao 11

As _constantes de Van der Walls para o
acetileno sio: a=44atm-1?-mol~%;b=0,5"
1072 1-mol™t. 'A equacdo de Van der Walls
desenvolvida em poténcias do volume molar
assume a seguinte forma:

V3 —(bp+RT)V? +aV —ab =0
Estime o volume ocupado por um mol de

acetileno sob pressao de 20 atmosferas e na
temperatura de 300 K.

Resolucao:
Se o acetileno fosse um gas ideal, teriamos:

pV =RT
20V = 0,082 - 300
~V=1231
(11.1)

Porém, para os dados em questdo e utilizando a
equacgao de Van der Walls, teremos:

F(V) =20V3 = (0,5- 1072 20 + 0,082 300)V>
+ 4,4V — 4,4 -0,5- 1072'= 0
(11.2)

Assim, devemos procurar um volume préximo do
valor de (11.1). Faremos uso de uma planilha
para encontrar o valor solicitado.

V(2c) f(V) V(4c) f(V) V(5¢) f(V)

1 -0,322 1,0201 -0,006076 1,02046 | -0,0001517

1,298E-05

0,0001777

-0,16845 1,0202 -0,0044313

-0,00772 1,0203 -0,0027859 | 1,02048

0,16031 1,0204 -0,0011398 | 1,02049 | 0,0003424

0,33576 1,0205 0,0005071 1,0205 0,0005071

0,51875 1,0206 0,0021547 1,02051 | 0,0006719

Tabela 11-1

Na Tabela 11-1, o valor destacado em vermelho é
0 mais proximo que satisfaz (11.2).

Questio 12

Calcule o trabalho realizado por mol em uma
expansao isotérmica de um gas de Van der Walls,
que passa do volume v; ao volume vr.

Resoluc¢ao:
Da equacdo de Van der Walls temos:

RT a

P=y_p v
(12.1)

O trabalho para uma expansao isotérmica sera:

vy
sz pdV
Vi

. V—de
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a\vf
V,,i

W =RT In(V - b)|,” +

Uf—b _ _
vi—b+a(vf1_vi1)

(12.2)

~W =RTIn
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