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Prefacio

Para o Estudante

Esta lista de exercicios foi compilada pelo Professor Jair Salvador do IM=UFRJ. O Prof. Jair tem
larga experiéncia no ensino de Calculo e colocou nesta lista uma selecdo excelente de exercicios de
Calculo que foram criados por ele e por dezenas de colegas do IM-UFRJ. Esta lista tem prestado um
grande servico aos alunos de Calculo | da UFRJ, principalmente desde o inicio das provas unificadas
de Caélculo em 2008. Como ela era em parte manuscrita, disponivel em fotocépias de fotocépia, achei
que valia a pena digitalizar (em LaTex) a lista.

Organizei os exercicios da mesma forma que no meu livro Curso de Calculo I, que pode ser
usado como fonte de estudo. Nele o aluno encontrard exemplos e muitos outros exercicios resolvidos.
O livro Curso de Calculo | e esta lista estdo ambos disponiveis, em formato pdf, para serem baixados
livremente, em www.labma.ufrj.br/ mcabral/livros.

Mande sugestdes, erros e solicite o fonte (latex) para o autor Marco Cabral em mapcabral (at)
ufrj (dot) br.

Softwares Gratuitos e o Calculo

E interessante utilizar softwares para aprender Calculo. Vamos apresentar alguns softwares gratuitos
que podem ser utilizadas no Windows e no Linux (Ubuntu, Debian, Fedora, etc.).

e KmPlot: Software de visualizacio de graficos de funcdes. E nativo do Linux. Similar ao
Winplot.

e Winplot: Software de visualizacdo de graficos de funcdes. E nativo do Windows mas roda com
emulacdo do Wine no Linux. Pode-se visualizar graficos 2D e 3D dados por funcdo, parametrizacio
explicita e implicita. Pode-se fazer animacdes.

e WxMaxima: Software de computacio algébrica. Calcula, de forma exata, limites, derivadas e
integrais (entre outras centenas de coisas). Um exemplo € o limite fundamental: 1imit(sin(x)/x,
x, 0);. Calcula também derivadas diff (sin(2*x), x);, integral integrate(exp(1/x), x);,
decomposicdo em fragdes parciais partfrac(1/(x**4-1), x);.

Licenca

Este trabalho estd licenciado sob uma Licenca Creative Commons Atribui¢do (BY) —
Uso N&o-Comercial (NC) — Compartilhamento pela mesma Licenca (SA) 3.0 Unported. Para ver
uma cépia desta licenca, visite
creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/br/

ou envie uma carta para Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Fran cisco, California
94105, USA.

Esta licenca permite que outros possam copiar ou redistribuir esta obra sem fins comerciais,
adaptar e criar obras derivadas sobre esta obra sem fins comerciais, contanto que atribuam crédito
ao autor e distribuam a obra resultante sob a mesma licenca, ou sob uma licenca similar a presente.
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Capitulo 0
Pre-Calculo

0.1 Pré-Calculo

1. Encontre uma equacio para a reta que passa por:

(a) (2, —3) e tem coeficiente angular —4; (b) (—4,2) e (3, —1);

(c) (2,—4) e é paralela ao eixo z;  (d) (1,6) e é paralela ao eixo y;

(e) (4,—2) e é paralelaaretaxz+3y =7, (f) (5,3) e é perpendicular a reta y + 7 = 2x;
(g) (—4,3) e é paralela a reta que passa por (—2,—2) e (1,0).

2. Encontre o ponto de intersecio de cada um dos seguintes pares de retas:
(a)2z+2y=2ey=a+1; (b)2x—3y="7eby=—14+ 4x.

3. Dada a fungdo f(z) = 222 — 3, determine:

(@) f(5);  (b) £(0): (c) fla)i (d) f(=1/2)i () F(V3);
(f) z € R tal que f(z) = —1; (g) um esbogo do grafico de g(x) = | f(x)|.

4. Determine o dominio de cada uma das funcdes abaixo:

(a)yzx?,—l_2: (b)yz\/;j: (©)y= ;:13:
(d) y =

(@) y=FAVITT (f)y= VIR

l1—=x _
44z

5. Estude o sinal (determine onde é positiva e onde é negativa) das fun¢des y = f(z):
@)y=322-6; (b)y=2>+2x+3;, ()y=2>+2zx+1;
v’ —4 2z Az — 3
(d) y = . : (z —3)

oy @v=mp Ov=som—= R

sen z. Determine:

6. Sejam f(x) = 202 + 31, g(z) = V322 + 4, h(x) é m(z

= ) =s
(a) f(z) +g(x); (b) f(z)- g(@); (C) (5) —9(2);  (d) flg());
(e) n(g(0));  (f) f(m(z)); (g) f(1)g(0) —m(m/2).

7. Um cilindro fechado tem éarea de superficie fixa A. Exprima seu volume como funcdo do raio r
da base do cilindro.

8. O perimetro de um tridngulo retangulo é 6 e a hipotenusa é x. Exprima a area do tridngulo como
funcido de z.



Capitulo 1
Limite

1.1 Limites
1. Calcule: 2
(a) Jim (VaZ+T-a) (b) lim (VoP+1-2) (o) xETm@-

2. Determine os valores de a e b de modo que

: 2x% 4 bx + 3
llm —_——— — ax = O.



Capitulo 2
Continuidade

2.1 Continuidade

1. Determine o valor da constante ¢ para que a func¢do f, dada abaixo, seja continua em [0, +00).

-2
%7 0<z<1,
0= 03
5 5 .Z'Zl
xc+3

2. Determine os valores de a e b para que a fun¢do f, dada abaixo, seja continua em [—3, 3.

a, T = -3,
9 — 22
f(z) = , —3<x<3,
(=) 4—a2+7
b, r=3

2 — /2

— 3 7 Paraz # 1, defina o valor de g(1) para que a funcdo g seja
1‘ p—
continua em z =1, se g(z) = f(x) para x # 1.

3. Dada a fungdo f(x) =

4. Determine os valores de a e b para que a funcdo f, dada abaixo, seja continua em R.
zt, r < —1,
fle)=<azx+b, —-1<x<2,
224+3, x>2

5. Determine o valor da constante ¢ para que a funcdo f, dada abaixo, seja continua em [2, +00)

2

v -4 > 2
— =z

flx) =< 22 =32+ 2’ ’

c, T =2.
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6. Determine o valor da constante ¢ para que a funcdo f, dada abaixo, seja continua em [0, +00).

Va2 +16—-5

Y2 L C x>0ex#3,
fl@)=9 4—Va2+7

c, x =3.

7. Determine o valor da constante ¢ para que a funcdo f, dada abaixo, seja continua em z = 0.

1—-cosx
— 0
f(z) =4 sen?z ’ v #0,

c, z = 0.



Capitulo 3
Derivada

3.1 Derivada Basicos

1. Encontre os valores de a, b e ¢ para que os graficos das funcdes definidas por f(z) = 22 +ax +b
e g(x) = {/(x3 — 2x)? + ¢ se interceptem no ponto (1,2) e tenham a mesma reta tangente neste
ponto.

2. Determine as constantes a e b de modo que f’(1) exista se
ar’+b, x <1,

9 x> 1.

3. Determine as constantes a e b de modo que f’(2) exista se

ax® 4+ bx?, x <2,
flz) =
v+ 2, x> 2.

4. Determine as constantes a e b de modo que f/(7/2) exista se

£ ar’ +b, 0<xz<7/2,
xr) =
cos z, /2 <z <27

5. Derive as seguintes funcdes:
(a) f(z) = 23sen?(5z);  (b) f(z) = tan3(senz); (c) f(x) = e%c(??);
(d) f(z) =log(logz); (e) f(z) = 3cos*(e™™).

6. Seja f: R — R tal que para todo z € R com z # 1,

2 2
¢ —1 x‘+ 3
< < .

Se f é diferenciavel em z = 1, determine f(1) e f/(1).

5
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7. Determine a derivada (em relagdo a x) de z2ren®,

8. Seja f uma funcdo diferencidvel num intervalo que contém z = 0.
Considere a fun¢do g(z) = |z|f(x).
(a) g é continua em = = 07 Justifique.
(b) Determine o valor de f(0) para que g seja diferenciavel em = = 0. Justifique.

23+ 7/2 5 .
ol +axr e y = Vax? + 6z + b tém a mesma reta tangente no
x

ponto (0,2). Quais sdo os valores de a e b?

9. As curvas y = 2sen? <

3 2 3 3
10. Determine lim \/tan (a+h) Vtan a
h—0 h

3.2 Teorema do Valor Médio
f(z)

1. Sendo f’ crescente e f(0) = 0, mostre que g(x) = ~—= & crescente no intervalo (0, +00).
T

3.3 Derivada da Inversa

1. Considere a funcdo f(z) = 2° + 2 + 3.
(a) Qual o maior conjunto onde a fungdo inversa existe? Justifique?
(b) Determine (f~1)'(5).

2. Mostre que que f(z) = (2° 4+ 7)Y/3 para x > 0 & invertivel e calcule (f~')’(2). Encontre a
equacdo da reta tangente ao grafico de f~! no ponto (2, 1).

3
3. Considere f(x) = arctan % — x| para x > 1.

(a) Mostre que f & invertivel e calcule (f~1)'(0);
(b) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de f~! no ponto (0, f~1(0)).

4. Mostre que f(x) = arctan(z? — 1) para z > 0 & invertivel e calcule (f~1)(7/4).

. 5 3 L. , . ~
5. Seja f(x) = ¥ 7@ % Mostre que f & invertivel para todo 2 € R e calcule a derivada da funcdo
inversa em e”.

w

. 1
6. Seja f(x) = arctan(log )
(a) Prove que f é invertivel e calcule (f~1)(7/2).
(b) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de f~! no ponto (7/2, f~(n/2)).

para = > 0.



Capitulo 4
Aplicacoes da Derivada

4.1 MAaximo e Minimo Local

1. Seja f uma funcdo diferenciavel tal que f(z) < f(2) para todo z € [1,3]. Determine f’(2).

2. Suponha que f e g sdo fun¢des diferenciaveis no ponto z = a e que f(a) > 0e g(a) > 0. Se f
e g atingem um valor maximo local em = = a, entdo mostre que h(z) = f(x)g(x) também atinge
um valor maximo local em = = a.

4.2 L’'Hospital

1. Calcule os limites abaixo usando as regras de L Hospital.
3. .2 3 2
x4 x—11x+ 10 . xz° — 4z +x—1 . 1
(2) ilglz 2 —z-2 (b) A 32+ 2 +7 (c) ;lli% (5 B ﬁ)

(d) Tim ( 2 ! >; (e) lim (“’”_71)2); (f) lim_rsen (é)

eoi\a2 -1 z—1 z—1 1+ cos(mx

2. Calcule os limites abaixo usando as regras de L'Hospital.

(a) lim (secz —tanz); (b) lim ((1 — z)tan(7x/2)); (c) lim sen(5z).
T z—1 z—0 3z
x—)E
— /4 -1

(d) lim —2 . (e) T PREZT gy g, s@)

2—0 tan(2z) a—or/d T —7/4 0 x

3. Calcule os limites abaixo usando as regras de L'Hospital.

. T —arcsenzr . 1 1 _ . 1 2 )

(a) ili% senz (b) ilg% <E a tanx)' (c) ilg% <1 —cosz sen2x>'
-1 _ _ 3_ .3

d) lim — ; (e) lim M; (f) lim sen(z) sen(a); lim —— %

1" — 1 z—0 T —senx T—a T —a a—a /1 — \/a

4. Calcule os limites abaixo usando as regras de L'Hospital. ,
(a) lim(senz)™*; (b) lim (tan x)l/log(senm); (c) lim(cos(Zﬂz))l/m :
z—0 z—0+ 20

i gL/ @), i (cos ) 1/tan . i 4"
(d) ignﬁm ;o (e) ili%(cosx) ;o (f) lim <1+x)'

T—+400
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5. Calcule os limites abaixo usando as regras de L'Hospital.

2 -6 r __ ,—x
(a) lim L; (b) lim (x tanx — ); ¢) lim &— %,
e—2 12 — 31 + 2 z—)2 2cos x -0  senzw
2
. _ . . T . 2
(d) ml;r{l_ log(l —x)tan(l — x); (e) xk{?@o o (f) xkr}rloox e .

6. Calcule os limites abaixo usando as regras de L'Hospital.

1
(a) 1im+ ze'/*; (b) 11)111 xsen(w/x); (c) 11)111 0g33:;
z—0 T o] T oo X
d) 1 senz. I 2/(2+log J:); f) 1 1_ COS(7T$/2).
(@) B e () g () fip (=)

4.3 Graficos

1. Seja y = f(x) uma fungdo definida em R\ {0}, continua em todo seu dominio e satisfazendo as
condicdes abaixo:

f(=5)=2, f(-4)=1, f(-3)=3, f(-3/2)=4 e lim f(x)= lim f(x)=0.

r—r-+00 T——00

Suponha que o grafico de f’(z) é dado pela figura abaixo:
Yy

A

/ f(z)

I /A I T
~5,—4 -3 3
o 1

Responda, justificando, o que se pede:

(a) os intervalos onde f é crescente e onde é decrescente;

(b) os pontos onde a reta tangente ao grafico de f é horizontal;

(c) os pontos de maximos e minimos relativos (locais), caso existam;

(d) os intervalos onde o grafico de f possui concavidade para cima e onde possui concavidade
para baixo;

(e) os pontos de inflexdo, caso existam;

(f) as assintotas verticais e horizontais, caso existam;

(g) esboce o grafico de uma funcdo f que satisfaca todas as condicBes acima.

2. Esboce os graficos das fungées abaixo indicando: o dominio; as assintotas, caso existam; os inter-

valos de crescimento e decrescimento; os extremos relativos e absolutos, caso existam; os intervalos

onde o gréfico possui concavidade para cima e para baixo; os pontos de inflexdo, caso existam.
1—z a3 2x

(a) f(z) = = ; (b) f(m):m; (c) f(x)zg_xQ;
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_ . 2 — IPSSEVE T <l,
(z+2)* (¢) £(@) 3(52—1,) x> 1.

3. Seja y = f(x) uma fun¢8o continua em R tal que:
f0)=0, f(2)=2 e [f(-1/2)=-2

Suponha que o grafico de f’ seja dada pela figura abaixo:
Yy

[N

Responda, justificando, o que se pede:

(a) os intervalos onde f é crescente e onde é decrescente;

(b) os pontos onde a reta tangente ao grafico de f é horizontal;

(c) os pontos de maximos e minimos relativos (locais), caso existam;

(d) os intervalos onde o grafico de f possui concavidade para cima e onde possui concavidade
para baixo;

(e) os pontos de inflexdo, caso existam;

(f) esboce o grafico de uma fun¢io f que satisfaca todas as condi¢des acima.

4. Esboce o grafico das seguintes funcdes:
(@) f(z) =z, (b) g(x) = 2% (c) h(z) = zlogx.

4.4 Taxas Relacionadas

1. Uma escada com 5m de comprimento esta apoiada numa parede vertical. Se a base da escada for
puxada horizontalmente, afastando-se da parede a 3m/s, qual a velocidade com que a parte superior
da escada estard deslizando ao longo da parede, quando a sua base estiver a 3m da parede?
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2. Um tridngulo PQR esta inscrito num semicirculo de didmetro 15cm conforme a figura abaixo.
Sabendo que o vértice ) varia sobre o semicirculo e que o lado QR aumenta a razdo de 1 cm/s,
determine a taxa com que a area do tridngulo varia no instante em que o lado QR mede 12 cm.

Q

3. Um retangulo possui lados que variam com o tempo e esta inscrito numa regido triangular
conforme a figura abaixo. Determine com que taxa a drea do retdngulo estd variando no instante
em que sua altura y mede 36 cm e estd aumentando a taxa de 0,5 cm/s. Neste instante a area esta
aumentando ou diminuindo?

A

60cm

40cm

4. Uma caixa estad sendo puxada por uma corda que passa por uma roldana presa a 1m acima do

solo. Determine a taxa de variacdo do angulo 6, indicado na figura abaixo, no instante em que a
caixa se encontra a 1m do ponto P, situado abaixo da roldana, sabendo que a caixa se desloca a
2m/min.

T~
9 Tlm
P

5. Um cone esta inscrito em uma esfera conforme mostra figura abaixo. Se o raio da esfera esta
aumentando a uma taxa de 0,9 m/min e a altura do cone estd aumentando a uma taxa de 0,8 m/min,
com que taxa estd aumentando o volume do cone no instante em que o raio da esfera mede Im e a
altura do cone mede 4/3m.
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6. Dois carros, um dirigindo-se para o leste a razdo de 20m/s e o outro para o sul a razdo de 15m/s,
est30 viajando em direcio a intersecio das duas rodovias. A que razio os carros aproximam-se um
do outro, no instante em que o primeiro (direcdo leste) estiver a 400m e o segundo (direcdo sul) a
300m da intersecdo?

7. Um bal3o eleva-se verticalmente do solo a razdo de 3m/s. Quando o baldo estd a 48m do solo,
passa exatamente sob ele um automdvel viajando a velocidade de 20m/s. Com que velocidade varia,
4(quatro) segundos apés, a distincia entre eles?

8. Quando o altimo vagdo de um trem passa por baixo de um viaduto, um carro cruza o viaduto
numa rodovia perpendicular aos trilhos e a 10m acima deles. O trem esta a 20m/s e o carro a 40m/s.
Com que velocidade se afastam um do outro apés 2s?

9. Um fusca que viaja a razdo de 30m/s aproxima-se de um cruzamento. Quando o fusca esta a
120m do cruzamento um caminh3o que viaja a razdo de 40m/s atravessa o cruzamento. O fusca e
o caminh3o estdo em rodovias que formam um angulo reto. Com que rapidez separam-se o fusca e
o caminh3do 2s depois que o caminhdo passou pelo cruzamento?

10. Dois lados paralelos de um retangulo aumentam a razdo de 2cm/s, mas os outros dois lados
diminuem de tal modo que a figura permaneca um retangulo de area constante igual a 50cm?. Qual
a velocidade com que o perimetro varia quando o lado que aumenta mede 5cm?

11. Um quadro de 1m de altura é colocado em uma parede de tal forma que sua base esteja
no mesmo nivel dos olhos de um observador que estad se aproximando da parede a uma velocidade
de 2m/s. Com que velocidade a medida do angulo de visdo do quadro estard variando quando o
observador estiver a 2m da parede?

0y

-

12. Uma calha horizontal possui 100cm de comprimento e tem como secdo transversal um tridngulo
isésceles de 8cm de base e 10cm de altura conforme mostra a figura abaixo.
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Devido a chuva, a dgua em seu interior est se elevando. Qu&o rapido o volume de dgua em seu
interior estard aumentando no instante em que o nivel da dgua for de 5cm e estiver aumentando a
uma razdo de 1/2 cm/min?

13. Uma mulher de 1,80m de altura caminha em direcdo a um muro a uma razdo de 4m/s.
Diretamente atras dela e a 40m do muro estd um refletor 3m acima do nivel do solo.
Qudo rapido o comprimento da sombra da mulher estara variando no muro quando ela estiver a
meio caminho entre o refletor e 0 muro? A sombra estara esticando-se ou encurtando-se?

14. Considere a parabola y = —xz? + 1 na figura abaixo, onde a reta ¢ é tangente & parabola
no primeiro quadrante em cada ponto P(z,y). Sabendo que a taxa de variacdo da abscissa de P
(coordenada x) é de 2cm/min, determine a taxa de variacdo do lado M@ do tridngulo PM @, quando
o ponto de tangéncia é Py(1/v/2, 1/2).

Y

. . . 1
15. Na figura abaixo, P(xg,yo) € o ponto de tangéncia da reta t com a curva y = —, = > 0.
x

Sabendo que o ponto P se desloca sobre a curva mostre que:

(a) O tridngulo OPQ é sempre isésceles;

(b) A taxa de variacdo da area do triangulo O PQ independe da velocidade com que o ponto P
se desloca.
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4.5 Derivacao Implicita
1. Mostre que as retas tangentes as curvas 22 +2xy +y> =ley?> + 92 — (x —2)3 —9 =0 no

ponto (0,1) sdo perpendiculares.

2. Determine os valores das constantes a e b para que o grafico da funcio h(z) = a + bsen?(x/2)
e a curva definida implicitamente por y cos z + zy = 5wz tenham a mesma reta tangente no ponto
(m/2, 5m).

3. Uma funcdo y = y(z) é definida implicitamente por y* — 32 + 4sen(zy) = 0 e pela condicio
y(0) = 1. Calcule ¥'(0).

4. Encontre uma equacdo da reta tangente ao grafico da curva 222y? + y3 cos(rx) — 1 = 0 no
ponto (1,1).
5. Seja y = f(z) uma funcdo definida pela equacido

xQCosy+xZSeny—2x—i—1 =0.

(a) Encontre uma equagdo da reta tangente ao grafico da curva no ponto (1,7/2).
(b) Existem pontos desta curva onde a reta tangente é vertical? Justifique.



Capitulo 5
Integral

5.1 Técnicas Basicas de Integracao

1. Resolva as seguintes integrais pelo método da Substituic3o:

(a) / cos(x +3)dz;  (b) / sec(5z) tan(53) dz; (<) / sen & cos & da
(d) / senfcos®0d0: () / cos* wdz: () / 30v/1 = 222 da

2. Resolva as seguintes integrais pelo método da Substituic;éo:

(a) /ﬁd:ﬂ; (b) /w(l + 2)?/3 d; \/x_ dx
dx dr dx
(@) / V5 16 /4952 Ty O /x\/4 Y

T dzx . T
(h)/:c4+3dx; O (J)/x2—4x—|—8;

3. Resolva as seguintes integrais pelo método da Integracdo por partes:
1/x
e

(a) / ssen(5z)dz:  (b) / ve 2 dp (o) / log(1 — z)dz:  (d) / e
(e) / 2 senzdr; (f) / Jrlogzdr  (g) / arcsen(x/2) di

4. Resolva as seguintes integrais:
(a) /xex2 dzr; (b) /esenxcosxdx; (c) / dx;
x
2 +1 cos(log x) / t2
—dx; ——dx; f — dt;
(d)/:v2+:6+1dx' (e)/ x z (f) 443

5. Resolva as seguintes mtegrals

(a)/3+4$ . \/_ (c /x2i4dx;

(d)/mdﬂc; (e)/e e® dz; (f)/x\/@;

log =

6. Calcule:

3 1 2
2 —1|dx; b/ d
) [t =ld ) [ e

14
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5.2 Teoremas Fundamentais do Calculo

r—r-+00

1. Seja g(z) =2 +/ (e* + z)l/z dz. Calcule lim ¢'(x).
0

x t t2
2. Considere f(z) =4+ % dt. Sem calcular a integral, determine p(z) = az? + bz + c tal

que p(0) = £(0), p'(0) = F(0) e p"(0) = £"(0).

x
3. Determine uma funcdo y = f(x) tal que f(w) =5 e / 3 (t)dt = z*senz.
0

2
T e¥ + cosu

4. Se f(x) :/0 Wdu, determine (f~1)'(0).

5.3 Integrais Impréprias

1. Determine se a integral imprépria é convergente (possui um valor finito) ou divergente. Caso
seja convergente, determine seu valor.

@) /Jroo e da; (b) /1+°° 105230 dx; (c) /Jroo dx

oo oo 1422

(d) /:OO %; (e) /(;e%dx.

5.4 Integracao por Fracoes Parciais

1. Resolva as seguintes integrais usando o método das fracdes parciais:

T r+1 z?
T e b)) [ T g
(a)/x2+4:ﬂ—5 o ()/£C2+4£C—5 o (C)/x2—|—2x—|—1 o

T dx x
(d)/m2—2x—3dx; (e)/(x+1)(x2+1); (f)/(m+1)(m+2)(x+3) de.

2. Resolva as seguintes integrais usando o método das fracées parciais:

(ﬂ/%dm; (b)/;iidx; (c)/x4df1; (d)/(wgd%l)z?

3xr+5 sen 0 e
- (f . R
(e)/m3—x2—x+1dx' ()/COSQG+COSH—2d9' (g)/62$+3ex+2dm




Capitulo 6
Aplicacoes da Integral

6.1 Area no Plano

1. Calcule a area de cada uma das regides indicadas nas figuras abaixo:

Y Y

y=1/x y=4/x

Y
8
Y
8

() (b)

2. Calcule a area da regido limitada pelas curvas:
@Q)y=23 y=x+6e2y+x=0; (b) 2y =z +4ex=1y>
Qy=1/z, y=\rxey=2 (d) y=1+senz ey = cos(2x) para = € [0,7].

3. Determine a area da regido (infinita) delimitada pelos graficos de:

(a) y=we " earetay=0; (b) y = 2% % e a reta y = 0.

4. Determine a area a direita de x = 3 e entre a curva y = 1 e 0 eixo .

2 —

6.2 Volume de Sélidos

1. Considere uma fun¢&o continua em [a, b], L € R uma constante, e {2 a regido limitada pela curva
y = f(x) epelasretasz =a, x =bey =1L, onde 0 < L < f(x). Expresse o volume do sélido
obtido girando a regido {2 em torno da reta y = L.

2. Determine o volume do sélido gerado pela rotacdo, em torno do eixo ¥, da regido limitada pela
curvay =e" epelasretasz =0,z =1ey =0.

16
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3. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno da reta y = —1, da regido limitada
pelas curvas f(z) =2+ cosz e g(x) =2 — cosz, para z € [—7/2,7/2].

4. Considere o sélido gerado pela rotacido, em torno do eixo x, da regido limitada pela parabola
22 = 4ay e a reta y = a, com a > 0. Determine o valor de a se o volume deste sélido é 50r.

5. Para cada n > 0, seja 2, a regido limitada pelo grafico de y = z™, o eixo x e a reta x = 1. Se

W,, é o volume do sélido obtido girando 2,, em torno do eixo x, e V,, é o volume do sélido obtido

) . . . v,
girando-se {2, em torno do eixo ¥y, determine lim .
n—+o0 W,

6. Seja R a regido infinita delimitada pelas curvas y = e ™ e y = —, > 1. Calcule o volume do

S

sélido obtido pela rotacdo de R em torno do eixo x.

7. Encontre o volume do sélido obtido pela rotacdo, em torno do eixo x, da regido infinita situada
entre o grafico de y = xe™* e sua assintota horizontal.

6.3 Comprimento de Curvas no Plano

1. Suponha que dois ciclistas estdo correndo com a mesma velocidade escalar, ambos partindo, ao
mesmo tempo, do ponto A(—7/4, 0). Sabemos que o ciclista 1 percorre o arco de circunferéncia
y = f(z) = \/(7/4)2 — 22 e o ciclista 2 percorre o arco da curva y = g(z) = — log(+/2 cos x) para
x € [—m/4,m/4].

Qual deles chegara primeiro ao ponto B(7w/4, 0)?



Apéndice A

Respostas dos Exercicios

A.0 Pré-Calculo

A.0.1
1.(a) y=—4x+5. (b) Ty +3z—2=0.

Pré-Calculo

(Qy=—4. (d)z=1 (e) 3y=—z—2.

(f) 2y = —x+11. (g) 3y — 22 — 17 =0.
2.(a) (0,1). (b) as retas s3o coincidentes.
3.(a) 47. (b) —3. (c) 2a* — 3. (d) —5. (e) 3.
(fy—1le 1

(g) O grafico de g é obtido refletindo o grafico de f
(mostrado pontilhado) em torno do eixo x.

) o) = 222 3
flx) =22% -3
4.(a) R\ {V3}. (b) (1,+00). ()[37 +00).
(d) (—o0, =4) U[-1,1]. (e) [2,+00). (f) [0,3].
5.(a) (:c)<05e:ce( \/_\/_ ) e f(x) > 0 se
x < —v2ouz>+2.
(b) f(z) > 0 para todo x € R.
(c) f(x) > 0 para todo = € R.
(d) f(z) >0 paraz e (-2,1)U
para x € (—o0,2] U (1,2].
(e) f(x) < 0 para z € (—0,0) e f(x) > 0 para
z € [0,+00).
(f) f(z) <O para x € (2,3] e f(x) > 0 paraz €
(—00,2) U (3, +00).
6. (a) 2z +3z+\/m. (b) (222 +3x)V/322 + 4.
(c) 61. (d) 622 + 8+ 3v3z% + 4. (e) %
(f) 2(senz)? + 3senx. (g) 9.
7.V(r) = %—m’g.
8. A(x) =9-3z

18

A.1 Limite

Al1

1. (a) Precisamos da identidade a? —b? = (a—b)(a+
b). Assim, tomando a = V22 + 1 e b = x, multiplica-

Limites

. bai Vaz+ 14z bt
mos em cima e embaixo por ——————— para obter
P \/1’2+1—|—xp
que
Pl :( m2+1)2—$2: 2?2+ 1 — 22
Vel +1l+z vVl +1l+x
1
RV
Assim,
1
. 5 o _
Am Vet tlme= In e =0

(b) Precisamos da identidade (pouco conhecida):
a® —b® = (a—b)(a®+ ab+b?). Assim, tomando a =
Va3 +1 e b=z, multiplicamos em cima e embaixo
por a® +ab+ b2 = /(a3 +1)2 + 2V/a3 + 1 + 2%

(Va3 +1)3 — 23

3 3 _ _
Vai+1l—x= - =
S(a®+1)2 +avad + 1+ 22
(23 +1) —
V(@ +1)2 + Va3 +1+ a2

1

Y@+ 1)2 42V +1+a2

(2,+00) e f(x) <0 Passando ao limite com x — +0o obtemos 0.

(c) Divida o numerador e o denominador por /:

YL e

Quando  — +o00, x4+ 1/z —1 — +oo.

2. Colocando o mesmo denominador obtemos

2—-a)z?+(b—a)r+3
x+1 '

Como o limite é finito, 2—a = 0, pois caso contrario o
limite seria infinito (se 2—a > 0 seria +00,se 2—a <
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0 seria —o00). Assim, como 2 — a = 0, devemos fazer
. (b—a)x+3
lim ———————

r—+o00 T+ 1

b — a, concluimos que b —a = 0. Assim, a = b = 2.

com que = 0. Como o limite é

A.2 Continuidade
A.2.1 Continuidade

l.c=1
2.a=b=28.
3.9(1) =
.g(1) = T
4.a=2eb=23.
B.c=4.

4
6.c=—-.
°=75
7.0:1.

2

A.3 Derivada

A3.1

1. Deve-se igualar f(1) = g(1) e f/(1) = ¢’(1). Va-
mos obter um sister181a com duas equacdes e duas in-
cégnitas. R: a = 3 b= 3 ec=1.

2. Alem de termos que f(17) = f(17) (limites late-
rais sdo iguais) precisamos que f'(17) = f/(17). R:
a=—-1leb=2.

Derivada Basicos

3. Veja solugdo do exercicio anterior. R: a = —g e
11
b=
8
1
4. Veja solucdo do exercicio anterior. R: a = —— e
b= !
=7
5.(a) f'(x) = 3z%sen?(5x) + 1023 sen(5z) cos(5x).
(b) f'(z) = 3tan®(sen z) sec?(sen z) cos x.
(c) f'(x) = 2sec(2z) tan(2z)e3ec(2%).
d) f'(z) = :
(@) (o) = o
(e) f'(x) = 6e~* cos(e™")sen(e™*).

6.Como [ é diferencidvel em 1, f & continua em
1. Assim lim1 f(z) = f(1) Fazendo z — 1, pelo Te-
T—

orema do Sanduiche, lim1 f(z) = 2 = f(1). Note
T—

2_1 2 3
L 1 =z+1. Assim,x—l—lgf(x)gx + :
T —

2
flz) = f(1)
1

. Assim subtrai-
T —
mos 2 de todos os termos da desigualdade:

que

Agora queremos estimar

2 +3

x?—1

r—1<flz)—2< 5

—9—
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Dividindo por 2 —1 todos os termos (supondo . —1 >
0, 0 caso z — 1 < 0 é analogo):

f(z)72<x+1.
zr—1 — 2

1<

Fazendo x — 1, pelo Teorema do Sanduiche, obtemos
que /(1) =1.
R f(1)=2e f/(1)=1.

7. Primeiro escrevermos que z = e!°8%. Assim,

arcsen r lO T arcsenx
T =8 .

Derivando obtemos a resposta:

log x arcsen T >

:I:a.rCSen T +
( V1—2a2 T

8.(a) sim pois como f é diferenciavel, f é conti-
nua. Como |z| é uma funcdo continua, o produto de
funcdes continuas é continua.

h
(b) Note que g(0) = 0. Assim, ¢/(0) = Tim 9.
h—0 h
h h
Agora, # = |—h|f(h). Agora se h — 0%, o limite
h
sera f(0) pois % = 1 para h > 0. Por outro lado,
h
se h — 07, o limite sera —f(0) pois |_h| = —1 para

h < 0. Assim, para que o limite exista, e portanto
g'(0) exista, precisamos que f(0) = —f(0), o que
implica que f(0) =0.

9. Deveri iguala o valor das funcdes e de suas deriva-
dasem x = 0. Serdo duas equacdes e duas incognitas.

3
R:a:§eb:4.

10. Pela definicdo de derivada, definido f(z) = Vtan®z,
o limite é igual a f/(a). Pela regra da cadeia obtemos
2 (tana)~1/3

a resposta: —
3 cos?a

A.3.2 Teorema do Valor Médio
_ f@e— @)
2 '
Portanto o sinal de ¢’ é igual ao sinal de h(z) =
f'(x)x — f(x). Note que h/(x) = f"(z)x. Como f’
é crescente, f” > 0. Logo, para = > 0, h/(z) > 0.
Logo h é crescente. Como h(0) = f/(0)0— f(0) =0,
h(z) > 0 para z > 0. Logo ¢'(z) = h(z) > 0 para
x > 0. Portanto g é crescente para x > 0.

1. Pela regra do quociente, ¢'(z)

A.3.3 Derivada da Inversa

1.(a) Como f'(z) = 5z* + 32% + 3 > 0 para todo
x € R, a fungdo é sempre crescente. Logo a inversa
existe em R.

(b) Como f(1) =5, f~1(5) = 1. Além disso,
por (a) f/(1) = 11. Pelo teorema da func3o inversa,

—1y/ — 1 —
(F16) = 5y =

11°
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2. Como a derivada é positiva para todo x > 0 a fun-
cdo é crescente e portanto injetiva. Assim, pelo Te-
orema da Funcio Inversa, possui inversa. Alem disso
(2°+7)Y/3 = 2sex® =1, ou seja, = 1. Calculando

1 12
f'(1) vamos obter que (f~1)(2) = o A
12
reta tangente é y — 1 = g(x —2).

3. (a) Como a derivada é positiva (calcule!) para todo

x > 1 a funcio é crescente e portanto injetiva. As-

sim, pelo Teorema da Funcdo Inversa, possui inversa.

Como queremos f~1(0), precisamos determinar z > 1

tal que f(z) = 0. Tomando tangente dos dois lados
3

~ I ~ .
vamos obter a equacio 3 r= 0. A solucido maior

que 1 & /3. Assim (fl)’(O)fl(T/g) =1/2.

(b)y:%x—i—\/g.

4. Como a derivada é positiva (calcule!) para todo
x > 1 a funcdo é crescente e portanto injetiva. As-
sim, pelo Teorema da Funcio Inversa, possui inversa.
Se f(x) = m/4, obtemos tomando tangente dos dois
lados que 22 — 1 = 1. Logo x = v/2 pois queremos

x> 0. Assim, (f~1) (7/4) = 075 =/2/2.

5. Como a derivada é positiva (calcule!) para todo x
a funcdo é crescente e portanto injetiva. Assim, pelo
Teorema da Funcio Inversa, possui inversa. Como

1 1
1) = 3, =1V (p3) — =
F1) =%, (Y () = 555 = g
6.(a) Como a derivada é positiva (calcule!) para
todo z a func3o é crescente e portanto injetiva. As-

sim, pelo Teorema da Funcdo Inversa, possui inversa.

(f~1(n/2) = -1. )
(b)y = —a + %

A.4 Aplicacoes da Derivada

A.4.1 Maximo e Minimo Local

1. f’(2) = 0 pois o ponto z = 2 & de maximo local.
2. Como f e g atingem maximo local, f'(a) = ¢'(a) =
0. Como /() = ['(a)g(x) + f(a)g' (@), W(a) = 0
pois f'(a) = ¢’'(a) = 0. Mas derivada nula NAO
implica que x = a € maximo local. Assim temos que
analisar o sinal antes e depois de x = a. Vamos anali-
sar antes. Como = = a é maximo local de f e g, f/(2)
e ¢'(x) é positiva para < a numa vizinhan¢a de a.
Como f(a) e g(a) sdo positivas, préximas de z = a
também ser3o positivas pois sdo continuas. Assim o
sinal de h/(x) também sera positivo para z < a numa
vizinhanca de a.

Fazendo analise analoga concluimos que h/(x) é
negativa para x > a e préximo de a. Assim x = q é
ponto de maximo local de h.

20

A.4.2 L’'Hospital

(@) 5 ()1

2.(a) 0. (b) % (c) 5/3. (d) 1/2. (&) 1. (F) 0
3.(a) —1/6. (b) 0. (c) —1/2. (d) 1/n.

(e) 2. (f) cosa. (g) 6a®

4.(a) 1. (b) e (c) e (d) e. () 1. (f) e

5.(a) 5. (b) —1. () 2. (d) 0. () 0. (f) 0

6. (a) +oo. (b) . (c) 0. (d) 1. (e) e2. (F) 1

A.4.3 Graficos

1. (a) E crescente onde f’ > 0. Observando o grafico
dado no enunciado concluimos que f é crescente em
(—o00,—=5), (—4,400). Decresce em (=5, —4).

(b) Pontos onde f’ = 0. Observando o grafico
dado: = —4ex=-3/2.

(c) Somente x = —4, onde a derivada se anula
mas é negativa antes e positiva depois, sendo portanto
ponto de minimo local. O ponto z = —3/2 NAO é de
maximo nem minimo local pois a derivada é positiva
antes e depois.

(d) A concavidade é para cima onde f” > 0. Isto
corresponde aos pontos onde f’ cresce. Observando
o grafico dado concluimos que f”/ > 0 (ou f’ cresce,
0 que é a mesma coisa) em (—o0,—3) e (—3/2,0).
De forma similar concluimos que a concavidade é para
baixo (f" < 0) em (—3,—-3/2) e (0, +00).

(e) Sdo pontos onde o sinal de f” muda, e por-
tanto onde a concavidade muda de direc3o. Isto ocorre
emz=-3ex=-3/2.

(f) Assintota horizontal é y = 0 pois lim f(z) =

r— 400
lim f(x)=0¢éy=0. Assintota vertical em z = 0
r—r—00
onde a derivada vai para cc.

(g) Juntando todas as informacdes anteriores ob-

temos o esboco abaixo.

Y
f(z)

4 .

3 4

2 4

1 .
—+— * T

—5-4-3 _3
-2 -2

2.(a) f'(z) = $x3 e f(z) = O - L. Assim a

derivada se anula em z = 2. A funcdo cresce até
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x = 0, decresce em (0,2) e cresce em (2,+00). A
concavidade é para cima até x = 3 e para baixo de-
pois. Existe assintota vertical em z = 0 e como o
limite no o0 é zero, a assintota horizontal y = 0.

Y

/ a? (x — 3) 1" 6z
(b)f(x)—mef (x)—m-
sim a derivada se anulaem x =3 e x = 0. A funcdo
cresce até x = 1, decresce em (1,3) e cresce em
(3,+00). A concavidade é para baixo até x = 0 e
para cima depois. Existe assintota vertical em z =1
e como o limite no +o0o & +00, NAO possui a assin-
tota horizontal.

As-

Y

1 3
23

(b) f(z) = @-1)2

, 2(x? +9) 9 4a(z? + 27)

(C)f(x)*mef(x)*m

Assim a derivada é sempre positiva, e portanto a fun-
cdo é sempre crescente. O sinal de f” depende do
sinal de 4z e de 9 — 22. Assim, a concavidade é para
cima até x = —3 e em (0, 3), para baixo em (—3,0) e
depois de z = 3. Existe assintota vertical em x = +3
e como o limite no +00 é zero, a assintota horizontal
éy=0.

Y
; x
- 3
2z
(©) fl@)=5—02
T —2 24—z
(@) f1(0) = gy ¢ f(0) = T s
sim a funcdo cresce até x = —2, decresce em (—2,2),
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e cresce de x = 2 em diante. A concavidade é para
cima até x = 4 e para baixo depois (embora impossi-
vel de ser visto na figura abaixo!).
Existe assintota vertical em x = —2 e como o
limite no 00 é 1, a assintota horizontal é y = 1.
Y

A

(e) Vamos calcular a derivada de h(x) = TR
z+1

W) =~ e ) = 7

rivada se anula em 2 = —1. A funcio decresce até
2 = —1 e cresce em (—1,1). A concavidade é para
baixo até x = —2 e para cima em (—2,1). Depois de
2 = 1 ndo interessa pois o grafico passa a ser a para-
bola y = x2 — 1. Existe assintota vertical em 2 = 1
e como o limite no —oo é zero, possui a assintota
horizontal y = 0.

Assim a de-

y:x2—1
y
A
—y ‘ -
-2 -1 -1
X
—— . z<l,
(e) flz)={ (z—1)? .
x2—1, x> 1.

3.(a) E crescente onde f’ > 0. Observando o grafico
dado no enunciado concluimos que f é crescente em
(—=1/2,+00). Decresce em (—o0, —1/2).

(b) Pontos onde f’ = 0. Observando o grafico
dado: z = —1/2.

(c) Somente = —1/2, onde a derivada se anula
mas é negativa antes e positiva depois, sendo portanto
ponto de minimo local.

(d) A concavidade é para cima onde f” > 0. Isto
corresponde aos pontos onde f’ cresce. Observando
o grafico dado concluimos que f” > 0 (ou f cresce,
0 que é a mesma coisa) em (—00,0) e (2,+00). De
forma similar concluimos que a concavidade é para
baixo (f" < 0) em (0, 2).
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(e) Sdo pontos onde o sinal de f” muda, e por-
tanto onde a concavidade muda de direc3o. Isto ocorre
emx=0ex=2.

(f) Juntando todas as informacdes anteriores ob-
temos o esboco abaixo.

y = f()

+ -2

4.(a) Calculando f'(z) = (1 —x)e ™ e f'(x) =
(x—2)e~®. Como e~ " & sempre positivo, o sinal de f’
é igual ao sinal de (1—x) e o sinal de f” igual ao sinal
de x — 2. Assim a func3o cresce até x = 1 e decresce
depois. O mll)l}_loof($) =0e zggloof(x) = —o0.
A concavidade é para baixo até z = 2 e para cima
depois. Além disso f(0) = 0. Combinando tudo isto
obtemos o grafico abaixo.

Y

(a) f(z) = we™"

(b) Calculando ¢'(z) = (2 — x)ze ™ e ¢"(z) =
(22 — 4z + 2)e~*. Como e~ & sempre positivo, 0
sinal de ¢’ é igual ao sinal de (2 — )« e o sinal de ¢g”
igual ao sinal de 22 — 4z + 2.

Como os zeros de g’ sSioem z =0ex =1 e seu
sinal & igual ao de (2 — z)x: g decresce até x = 0,
cresce em (0, 2) e decresce depois.

Como os zeros de ¢” sdo em 2 4 /2 (zeros de
22 —4x +2), a concavidade é para cima até 2 — /2 ~
0.58 e depois de 2 + v/2 ~ 3.41. A concavidade

22

é para baixo (aproximadamente) em (0.58,3.41). O
Igl}rloog(l’) =0e z2131009(3[:) = +oo. Além disso
¢(0) = 0. Combinando tudo isto obtemos o grafico

abaixo.
Y

Il
T T

0.5

N 4+
w
o

(b) g(x) = 2%e™"

(c) Note que o dominio & x > 0 pois log nio
estd definido para © < 0. Por L'Hospital (verifi-
que), lim+ h(z) = 0. Calculando P/(x) = 1+ logx

x—0

e f"() = 1/xz. Como h'(c) = 0 = 1+ loge,

loge = —1. Tomando exponencial dos dois lados,

¢ = e~ ! & o ponto onde a derivada zero. Portanto se

0 < x < 1/e a funcdo decresce e se = > 1/e a funcdo

cresce. Como f”(x) > 0 para todo = > 0, a funcdo

possui concavidade para cima. O lim f(z) = +o0.
Tr——+00

Combinando tudo isto obtemos o grafico abaixo.

Yy

1

e
N

(c) h(z) =zlogx

A.4.4 Taxas Relacionadas

1. Chamado de z(t) a distancia da base da escada
até a parede e de y(t) a distancia da parte superior da
escada até a base da parede, obtemos por Pitagoras
que z2(t) +y3(t) = 52. Assim, derivando em relagdo
a t e simplificando, z(t)z'(t) + y(t)y'(¢t) = 0. Como
num certo instante x(t) = 3 e 2/(t) = 3 (note que o
sinal é positivo pois esta se AFASTANDO da parede),
e por Pitagoras, y(t) = 4 obtemos que 3-3+4y/(t) =

0. Logo, y'(t) = —Zm/s.

2. Note que o tridngulo PQR é retangulo. Chamando
de z olado QR e de y o lado PQ, temos por Pitagoras
que 22 + 3% = 15%2. Quando QR =z = 12, y = 9.
Derivando (e simplificando) obtemos que za’ + yy’ =
0. No instanteem que 2’ = 1, z = 12 e y = 9,
obtemos que y' = —4/3. Como a érea do tridngulo é

1
A = xy/2, a sua variacdo A’ = i(x’y + zy’). Logo

neste mesmo instante, A’ = —cm?/s.

Outra forma (mais complicada) sem utilizar taxas
relacionadas: substituindo y = /152 — 22 na férmula
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da drea A = % = g\/152 — 2. Assim,

1 —2zx’
A/:—Z'/ 15271'24’1'7.
2( 24152 — ,732)
Resubstituindo y obtemos que:
1 ' 1 1
A =2y —2*=) = =(1(9) — 12°2) = —7/2.
5@y — y) 5(1(9) 5) =7/

3.Vamos chamar de x o outro lado do retangulo.

40 —
0—= Y Quando

Por semelhanca de tridngulos, 0=

y = 36, refolven/do a equacdo obtemos qu(J)e x = 16.
€ y / !
0 = 60" quando ' = 0,5, '’ = —1/3.
Assim a area do retdngulo A(t) = z(t)y(t) varia
em funcdo do tempo por A’ = 2’y + xy’. Logo no
instante ¢ quando ¢/ = 0,5,2' = —1/3,y = 36,z =
16, temos que A’(t) = —4cm/s. Logo a area esta
diminuindo neste instante.

Como,

4. Seja x a distancia entre a caixa e o ponto P. Claro

1
que tan 6(t) = ——. Derivando obtemos que
x(t)
o' x’
cos20 22
Quando z(t) = 1, 6 = % Como 2/ = -2 (o si-

nal & negativo pois a caixa estd sendo puxada, dimi-

nuindo o valor de z), substituindo na relacdo acima,
!

cos?(m/4)
0’ = 1m/min.
5.Sejam R(t) o raio da esfera, r(t) o raio e h(t) a
altura do cone inscrito na esfera. Ligando-se o centro
da esfera até um dos pontos do circulo da base do cone
observamos o tridngulo retangulo com hipotenusa R
e catetos r e h — R. Logo, por Pitagoras,

Logo, 20" = 2, ou,

-2
obtemos -
12

(A(t) = R(1))* +r(t)* = R(1)*.

Agora sdo dados que R(t) =1, h(t) = 4/3. Por esta
relacio obtemos que 7(t) = 2v/2/3 (ou r2(t) = 8/9).
Derivando e dividindo por 2 obtemos que

(h—R)(W —R)+r’" =RR'.

Como R' = 0,9, b/

0,8 R=1h=4/3er =

21/2/3, resolvendo para 7’ obtemos que 7’/ = # ou
rr’ = 14
15

O volume do cone & V (t) = gr(t)zh(t). Assim a

variacdo do volume do cone V' (t) é dado por
VI(t) = S (OrOh(E) + 1 (DK (1)),

14
Substituindo os valores acima (r(t)r' (t) = — e r%(t)

16 15
= —ﬂms/min

8/9) obtemos que V'(t) I

23

6.Sejam x e y as posicbes dos carros cuja origem

estd na intersecdo. Pela orientacdo dos eixos z’
—20 e y' = —15 (velocidades negativas pois ambos
aproximam-se da intersecdo). Se d é a distancia entre
eles, por Pitagoras,

22 (t) + v (t) = d*(t).

Derivando e simplificando obtemos que zz’ + yy’ =
dd’. Quando x = 400 e y = 300, d = 500. Assim,
400(—20) + 300(—15) = 500d’. Logo, d' = —25m/s
(estdo se aproximando a 25m/s).

7.Seja z(t) a posicdo do carro e z(t) a altura do
baldo. Agora por Pitagoras a distancia entre eles d(t)
satisfaz d?(t) = 2?(t) + 22(t). Pelos dados, z(0) = 0
e z(0) = 48. Além disso, z(4) = 4(20) = 80 e
z(4) = 48 4+ 3(4) = 60. Neste instante t = 4 a
distancia entre eles por Pitagoras é d(4) = 100.

Derivando (e dividindo por 2) obtemos que dd’
xx' + z2’. No instante t = 4, como d = 100,z
80,2’ = 20,z = 60, 2/ = 3, obtemos que 100d’(4)
80(20) + 60(3). Logo d'(4) = 17,8m/s.

8.Seja x(t) a posicdo do carro e y(t) a posicdo do

trem com a a origem na intersecdo da rodovia e os
trilhos do trem. Agora por Pitagoras a distancia d(t)
satisfaz d?(t) = x2(t) + y3(t) + 10%. Pelos dados,
2(0) = y(0 = 0. Além disso, 2(2) = 2(40) = 80 e
y(2) = 2(20) = 40. No instante ¢ = 2 a distancia
entre eles por Pitagoras é d(2) = 90.

Derivando (e dividindo por 2) obtemos que dd’
zz' + yy'. No instante t = 2, como d = 90,z
80,2’ = 40,y = 40,3’ = 20, obtemos que 90d’(2)
80(40) + 40(20). Logo d'(2) = % m/s.

Outra forma (mais complicada) sem utilizar ta-
xas relacionadas: Colocando a origem na intersec3o,
na altura do trilho do trem, com o eixo x na dire-
cdo do movimento do carro e o eixo y na direcdo
do movimento do trem, o carro encontra-se no ins-
tante s em ¢(s) = (40s, 0, 10) e o trem (o final do
altimo vagdo) em t(s) = (0, 20s, 0). A distancia
d(s) = 1/(40s)2 + (20s)2 + 10. Assim,

2-40s-40+2-20s-20

d'(s) = :
(#) 2,/(40s)? + (205)2 + 10
4
Calculando obtemos que d'(2) = % m/s.

9. Colocando a origem na intersecdo e colocando z(t)
como posicdo do fusca e y(t) do caminh3o. Assim, a
distancia d(t), por Pitagoras & d?(t) = x2(t) + y2(t).
Derivando (e simplificando) obtemos que dd’ = za’ +
yy'. Dois segundos depois x = 120 — 2 -30 = 60 e
y = 2-40 = 80. Assim, d = 100. Como 2z’ = —30
(sinal negativo pois o fusca estd se aproximando da
intersecdo) e y' = 40, 100d’ = 60(—30) + 80(40).
Logo d' = —18 +32 = 14 m/s.

Outra forma (mais complicada) sem utilizar ta-
xas relacionadas: Colocando a origem na intersecio,
com eixo x na direcdo do fusca e o eixo y na direcdo
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do caminh3o, o fusca encontra-se no instante s em
f(s) = (—30s + 120, 0) e o caminhdo em ¢(s) =
(0, 40s). Note que o sinal negativo na velocidade
do fusca é porque ele esta se aproximando da interse-
¢do. A distancia d(s) = /(—30s + 120)2 + (40s)2.
Assim,

2(s) = 2(—30s + 120)(—30) + 2(40s)(40)
 2/(=30s+ 120)2 + (40s)2

Calculando obtemos que d’(2) = 14 m/s.

10. Chamando de z e y os lados do retangulo, temos
que x(t)y(t) = 50. Assim, 2’y + 2y’ = 0. Como
2 =2ex =25y = 10 (a area & 50!) e como
2-104 5y =0,y = —4. Agora o perimetro P(t) =
2(x(t)+y(t)). Assim, P'(t) = 2(z'(t)+y'(t)). Logo,
P'(t)=2(2—4) = —4m/s.

11.Seja d(t) a distancia entre a pessoa e a parede
em funcdo do tempo. Seja (t) o angulo de visdo do

quadro. Logo tan(4(t)) = o Assim,
o) _ 4
cos20(t)  d2(t)

Por Pitagoras, a hipotenusa é v/5 quando os catetos

sio 1 e 2. Assim, cos(d) = Substituindo na
equacdo acima (note que d'(t) = —2 pois a distancia
estd diminuindo) obtemos que 6'(t) = grad/s.

12.Seja h o nivel de 4gua e b a base do tridngulo con-

h b
tendo dgua. Por semelhanca de tridngulos, =%
Assim, quando o nivel h = 5 a base b = 4. Su-

ponha que A’/ 1/2 (velocidade de subida do ni-

I /
vel de agua). Como M) = m b'(t) = 2/5.
Como o volume V(t) = 50h(t)b(t) (1/2 base vezes
altura do triangulo vezes 100), V' = 50(hd’ + h'b)
50(5(2/5) + 1/2(4)) = 200cm? /min.
13. Seja z(t) a distancia da mulher até o muro e s(t)

o comprimento da sombra no muro. Considere a reta
saindo do refletor, passando pela cabeca da mulher

até encontrar o muro. Igualando i—z do intervalo 0
até z e de x até 40 obtemos que
1,80 —s(t)  3-1,80 1,2
x 40 — z(t) 40 —z(t)
Logo, (1,80 — s(¢))(40 — =(t)) = 1,2z(t). Logo

quando z(t) = 20 (meio caminho), s(¢) = 3/5. Deri-
vando obtemos que

(—s")(40 — ) + (1,80 — s)(—2') = 1,22’

Substituindo = 20,s = 3/5,2' = —4 (& nega-
tiva pois x diminui quando caminhamos na direcio

12
do muro) obtemos que s’ = o = 0,48m/s.

14.Se P = (x0,y0), a equacdo da reta tangente t
que passa em P é y—yg = —2xg(x—xp). Como yo =

24

—22+1,aequacdodet & y=1—12%—2x¢(x—x0).
O Ponto @ é a intersecdo de ¢ com o eixo x. Basta
colocar y = 0 na equagdo da reta t para se obter

2
1—zf

que a coordenada x de Q) é: xp + . Note que
zo
. 1-— x%
M = (z0,0). Assim, MQ = o Logo
zp
—2w0(t)xo(t)' (220(t)) — (1 — 23)2a5(t)
MQ'(t) = .
Q' dxo(t)?
Simplificando,
—4xk(t)zh(t) — (1 — 2)2x)(t)
MO’ — 0 0 0 0 T
Q'(t) 1o (t)? omando
xo = 1/4/2, obtemos que MQ'(t) = —3cm/min.

15.Se P = (x0,y0), a equacdo da reta tangente t

que passa em P é y —yg = ——(xz — x9). Como
Zo
1 < . 11
Yo = —, aequagdo de t & y = — — —(z — 20).
Lo To T

O Ponto @ é a intersecdo de t com o eixo . Basta
colocar y = 0 na equacdo da reta ¢ para se obter que
a coordenada x de Q é: 2xy.

(a) Como @ = (2x0,0) (veja contas acima), a
distdncia OP é igual a distdncia PQ que é igual a
Vg + yg-

(b) A altura do triangulo OPQ é igual a y e suas
base é 2xy. Logo sua area é 2zgyo/2 = xoyo. Como
Yo = xi a area de OPQ é igual a 1 sempre. Na
realidadg a taxa de variac3o é zero, independente da
velocidade com que P se desloca.

A.4.5 Derivacao Implicita

1. Derivando implicitamente,
22 + 2y + 2y 4y*y’ =0 e 2yy’ +9—3(x —2)* = 0.

Assim substituindo z = 0 e y = 1 obtemos que m; =
—g e Mo = 5

2. Derivando h/(x) = 2bsen(z/2) cos(x/2)(1/2)
bsen(xz/2) cos(x/2). Assim, h'(r/2) = b/2. Deri-
vando implicitamente,

y' cosz +y(—senz) +y+ xy = 57.
Substituindo x = /2 e y = 57 obtemos que y’' = 10.
Assim 10 = ¢ = Rh/(w/2) = b/2. Logo, b = 20.
Precisamos também que h(n/2) = a + b/2 = 5.

Logo, a + 10 = 5/.
Ria=57m—10e b= 20.

3. Derivando implicitamente,

4y’y' — 2yy’ + 4 cos(zy)(y + zy’) = 0.
Substituindo z = 0 e y = 1 obtemos que y/(0) = —2.
4. Derivando implicitamente,

day? +da’yy +3y? cos(mx) +y° (— sen(mz) (1)) = 0.
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Substituindo z = y = 1 obtemos que y' = —1/4.
Assim a reta tangente é y = 5/4 — z/4.

5. Derivando implicitamente obtemos que
22(cosy + seny) + 2%(—seny + cosy)y’ — 2 = 0.

(a) Substituindo z = 1 e y = 7/2 obtemos que
y = 0. Logo y — /2 = 0(x — 1). Assim, a reta
tangente é y = /2.

(b) Escrevendo ay’ = b, quando a = 0, ' = +o0,
isto é, a reta tangente serd vertical. assim isto ocor-
rerd quando %(—seny + cosy) = 0, isto &, se z = 0
ou seny = cosy. Note que z = 0 nJo corresponde a
nenhum ponto pois da equagdo acima teremos 1 =0
Por outro lado, se seny = cosy entdo seny =

2
cosy = ig. Substituindo na equacdo original te-
mos que determinar x € R tal que:
++/2
21:2(%) —2r+1=0=+v222 -2z +1.

S3o duas equacdes do segundo grau. Note que as
raizes de /222 — 2z + 1 = 0 sdo complexas pois
A < 0. Assim as solucdes sdo as raizes de 222 —

—24+ 4+ 42
20 +1=0: =z = . Os y tais que
2v2 Y q
. 3
seny = cosy = — 5 sdo y = —5 + 2km com
ke Z.
A.5 Integral

A.5.1 Técnicas Basicas de Integracdo
1.(a) sen(z +3) + C. (b) é sec(5z) + C.

(0) % senZz + C. (d) —i cost 0+ C.

(e) senz — %sengx +C. (f) f%(l —222)3/2 4 C.

3
2.(a) 1(302 +62)%/3 + C.

o
~

(1+z)%/3 — g(l +2)%/3 4 C.

(x— 13242z —-1)V2 4 C.

o (@]
R SN

arcsen(4x/5) + C.

@

arctan(2z/3) + C.

—
S N

arcsec(2z/3) + C.

—~ o~ o~ o~ o~ o~
W —RWI O | R | =W | Noo | o

arcsen(z?) + C.

o
~

(h) ? arctan(v/322/3) + C.
(i aircsen((x +6)/8)+C.
@ 5 arctan((z — 2)/2) + C.

3.(a) 7% cos(bx) + 2—15 sen(bz) + C.
(b) —e~**(z/2+1/4) + C.

25

(x—1)log(l—2) —x+C.
Tl —1/z) + C.

e senzw — —e?* cosx + C.

4
zﬁlogxfgx\/erC.
arcsen(x/2) + V4 — 22 + C.

1
4.(a) Tome u = 2%. R: 565”2 +C.

Tome u = senz. R: e*** + C.

2
2
2
3
x

(b)
1

(c) Tome u =logz. R: 3 log®z + C.

(d) Tome u=2?+ 2z + 1. R: log|2? + z + 1| + C.

(e) Tome u =logx. R: sen(logz)+ C.

(f)

1
Tome u=4+1t3. R: glog|4+t3|+C.

5.(a) Tome u =3+ 4e”. R: ilog(?; +4e*) + C.
b) Tome u = /z. R: 2eV® + C.

c) Tome u =22 + 4. R: %1og(:p2 +4)+C.

d) Tome u = e®. Depois observe que u? +2u+1 =
+C.

. e +1
) Tome u=¢*. R:e¢ +C.

(
(
(
(u+1)%2 Tomev=u+1. R: —
(e
(f) Tome u =logz. R: 2/logx + C.

6. (2) 22/3. (b) §1og2.

A.5.2 Teoremas Fundamentais do Cal-

culo
1.Pelo TFC ¢/(x) = (e*4x)'/*. Calculamos o limite
1 x
fazendo y = (e” +2)/7. Assim logy = M_
xr

Calculamos este limite por L'Hospital, e obtemos que
é1. Como lim logy(xz) =1, tomando exponencial
Tr——+00

dos dois lados obtemos que o

. IERT ’ _
2_Pelo TFC, f'(z) = 2124 . Fazendo as contas

obtemos que ¢ =1/6, b=1/3 e c =4.

3. Derivando os dois lados, pelo TFC, z3f/(x) =
43 senz+a* cosx. Assim, f'(x) = 4senz+x cos .
Integrando (por partes o segundo termo) obtemos que
f(z) = zsenz—3cosz+C. Como f(m) =5 =3+C,
C =2 R f(z)=zsenxz —3cosz + 2.

e’ + cosx

4,Pelo TFC, f'(z) = e Logo f/(0) =
x
Como f(0) =0, f~1(0) = 0. Pelo teorema da funcdo

[SVR N )

. _ 1 3

inversa, (f~1)"(0) = 70) b

A.5.3 Integrais Impréprias

1. (a) Como ze ™ dy = *6712/2, substituindo

limites de integracio, 0.
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log
72

dx:_l—i—logac
x

(b) Como/ , substituindo
limites de integracio, 1.
d
(c) Como /—‘7j = arctan z, substituindo li-
14 22
mites de integracdo, 7.
d
(d) Como /_x = 24/, substituindo limites de
VT
integracdo, divergente (+00).
(e) Como [ €** da = **/2, substituindo limites

de integracdo, 1/2.

A.5.4 Integracdo por Fracdes Parciais

1
1.(a) 610g|(:r+5)5(z71)|+0.
1
b =1
(5 !
(o) x+1—21(;g|z+1|+0.
(d) 410g|x73|+110g|x+1|+0.

) 1o (52 b*

log |z + 5|+ 5 log|z — 1]+ C.

e 8wl

18\ 21
1 3
(f) f§log|x+1|+21og|:p+2|f§log|z+3|+C.

1
) + 3 arctanz + C.

) 21
2.(a) —glog|x—1|+§log|x+7|+0.
(b) —log|z + 1|+ 2log|z| + C.
1 1 1
(o) —3 arctan z + Zlog|x— 1] — Zlog|x+1| +C.

1 x
(d) 3 (arctanx + m) +C.

4 1 z+1
—— 1t =1 .
&)~ T3l x—1’+0
(f) Faca primeiro a substituicdo u = cos#. Depois
integre por partes e obtenha L 1 2+ cost
| . — 10 S E— .
gre porp 3 & —1+4 cosf
(g) Faga primeiro a substituicdo u = e*. Depois in-
1 xT
tegre por partes e obtenha: log < te > +C.
24 e*

A.6 Aplicacoes da Integral
A.6.1 Area no Plano

1. (a) A equagdo da reta que passa na origem e em
(1,1) é y = . A que passa em (2,1/2) é y = z/4.
Assim a area é igual a

/Ol(x —x/4)dx+/12(1/:c — 2/4)dz = log 2.

(b) O grafico da funcdo y = 4 intersepta y = 4/x
m (1,4). Assim a rea é igual a

/04dz+/1 (4/z)dz = 4(1 + 2log2).

(c) A area éigual a

1 e
/ ex—l—/(e—logac)dac:eQ—Q.
0 1
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2.(a) Note que a Gnica raiz real de 2® = = +6 &
x =2 Ainterseciode y =z +6e2y+2x=0¢
m (—4,2). Assim a area é igual a:

0 2
/ (x+6+x/2) dx—i—/ (x+6—2%) dx = 12+10 = 22.
—4 0

(b) A intersecdo das curvas ocorre quando 2y% —
4 = y?, ou seja, com y = +2. Assim a area é igual a

2
/. 3

(v — (2% —4)) dy =

(c) A intersecio de \/r e 1/r éemx = 1. A
intersecdo de y = 2 com 1/z é em 2z = 1/2 e de
y =2 com /r em z =4. Assim a 4rea & igual a:

/1;2(2—1/x)dx+/14(2—\/5)dx:

(d) /Oﬂ(l +senx — cos(2x))dr = 7w + 2.

3. Nos dois casos serd necessario a integracdo por
partes.

()
integral em [0, +o00) obtemos 1.
(b) [ 2?e " dx = (=% — 22 —2)e™ ™. [0, +00)

obtemos 2.

ze ®dr = (—x — 1)e”®. Calculando a

4. Necessario fracdes parciais para se calcular a inte-
1 1

gral ou ent3o escrever = —

2—1 2x-1) 2(z+1)
T dx log4 log2 log 2
A 4 3 = — =
area sera /3 o 5 5 5

(log4 = log(2?) = 21og2!).

A.6.2 Volume de Sélidos

b
1.7r/ (L — f(x))*dx.

2. Volume do cilindro gerado pela rotacdo de x = 1
em torno do eixo y para y € [0, e] menos o volume do
sélido gerado pela rotacdo de x = logy em torno do
eixo y para y € [1,e]. Assim o volume sera:

Te — 7T/ (logy)? dy = 2.
1

Observe que /(1og y)? dy = y(2+1og® y—2logy)+C

(porque?). Portanto, / (logy)*dy = e — 2.
1

3. Sera dada pela diferenca entre as integrais

/2
7r/_ /2((2 +cosz) — (—1))?dx e
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/2
7r/ ((2 = cosz) — (—1))*dz. Logo o volume é
—7/2

1972 1972
92” L1on o (2T

— 127r> = 24r.

Pode-se fazer menos contas se observarmos que
(3+cosx)?—(3—cosx)? = 12 cosx. Assim o volume

/2
é 7r/ 12 cosx dx = 24.
—m/2

4.A intersecdo da paradbola com a reta é obtida
resolvendo-se y = x2/(4a) = a. Logo » = =+2a.
Logo o volume da regido sera dado por

2a 2a $4
7T/ a® dx — 7T/ — dr =
—2a —2a 160‘

Aras
= 4na® — =L — 507,
Resolvendo obtemos que a = 5/2.
! s
5. Note que W,, = 77/0 (") dzx = il ©

1
2m v
Vo = 1-(y/™?)dz = ——. Logo, lim —= =
7T/O( (")) de = 2= Logo, lim o
2(2n + 1)
im ————
n—too N+ 2
+oo ) 2 _ 1
6. 7r/1 (1/x)* — e ") dx = 7r627
7. A primitiva de (ze~%)? = z2¢~2% & obtida integrando-
202+ 2+ 1 o
— 7"
4

=4.

se por partes duas vezes: /x2e_2”” dr =

+oo T
Assim o volume é: 7T/ (re™")*dx = 1
0

A.6.3 Comprimento de Curvas no Plano

1. Ciclista 1: Como f’(x2) = —\/ﬁ,
L+ [f'(2)? = ﬂ Chamando r = 7/4,

(m/4)* — x?
calculamos (substituicdo trigonométrica)

/\/de /ﬁdm = rarcsen(z/r).

Substituindo os limites de integracdo obtemos que o
2

. . - s
comprimento percorrido pelo ciclista 1 é — =~ 2, 46.

Ciclista 2: Como ¢'(z) = tanz, calculamos
/ 1 +tan®xdr = /sec dx = log(secx + tan x).

Substituindo os limites de integracdo obtemos que o
2+V2)
2-v2)

comprimento percorrido pelo ciclista 2 é log <

1,76.
Logo o que chegard primeiro, por percorrer um
percurso menor é o niimero 2.



