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GABARITO

1* Questao. (3.0 pontos).

(a) Calcule:
lim /zlnz.

z—0t
(b) Considere uma fungao y = f(z) satisfazendo

72% + 5z|z| + 2

f(x) 216

1
Sﬁ)

para todo x # 0. Calcule, para esta funcao,

lim f(z) e lim f(x).

T—>—00 T—>+00
(c) Calcule a derivada f'(x) se f(x) = In[2 + cos(z?)].
e Solucao.

(a) (1.0 pontos) Como /x — 0elnz — —oo quando z — 0, temos uma indeterminagao
do tipo 0 - co. Usamos a regra de ’'Hopital para obter

Inx 1/z .
1 3 = 1i = 1i P W) —33 —
xlgng Jrlnx = mlg(r)l+ i x£g+ 3 Jg& 3z = 0.

(b) (1.0 pontos) A hipdtese sobre f significa que

2 2
Tz® +5zjz[+2 1 <f(x)§7x +5x|x\+2+i‘

22+ 16 22 = 2 + 16 72

Quando x — —oo temos que, em particular, podemos restringir o foco a x < 0.
Assim, para x < 0, a desigualdade acima é o mesmo que

72’ -5z 4+2 1 22?+2 1 7o’ -5z 42 1 22?+2 1

= -~ o< Lo e, S e, 2
z2 416 2 2416 xQ_f(x)_ 2416 +x2 :L'2+16+$2

Ambas funcoes de cada lado da desigualdade tém limite igual a 2 quando x — —oo.
Assim, pelo Teorema do Sanduiche, temos

lim f(z)=2.

T—r—00

Por outro lado, quando x — 400 temos que, em particular, podemos restringir o
foco a x > 0. Assim, temos que

T+ 522 4+2 1 122242 1 T2+ 522 4+2 1 122242 1
2———2:27——2§f(x)§2— 5= 2. ¢ T2
¢+ 16 x ¢+ 16 =z z° + 16 T ¢+ 16 =z

Analogamente ao resultado anterior,
xll)r_ir_loo f(x) =12.



(c) (1.0 pontos) Seja f(z) = In[2 + cos(z?)]. Entdo, usando a regra da cadeia, obtemos:

fl(z) = <1> (—2a sin(z?)).

2 + cos(z?)

22 Questao. (2.0 pontos).
(a) Verifique que, para todo par de pontos z, y € (—7/2,7/2), tem-se
tgz —tgyl = |z —yl.

(Dica: use o Teorema do Valor Médio.)

(b) Considere a curva definida, implicitamente, pela equagao

VTy = 2(z —y) + 2%y.
Ache o coeficiente angular da reta tangente a esta curva no ponto (1,1).

e Solucao.

(a) (1.0 ponto) Sejam = e y quaisquer numeros reais em (—m/2,7/2). Pelo Teorema do
Valor Médio temos

tgz —tgy = (tg'(c))lz —yl,
para algum c entre z e y. Mas tg’(c) = sec?(c) > 1. Assim,
ltga — tgy| = [(sec())llz — y| > |z — ],
para todo par de pontos z, y € (—7/2,7/2).
(b) (1.0 ponto) Primeiro verifiquemos que (1, 1) estd nessa curva:
V1-1=2(1-1)+1%-1= (1,1) estd na curva.
Derivemos implicitamente:
L\/ﬂ—i- \/Eiy' =2 — 2y + 2zy + 2%y
2\/x 2./y )

Substituindo x =1 e y = 1 chegamos a

y/_ / /
+§—2—2y —|—2+y.

N |

Resolvendo a equacao para encontrar o coeficiente angular da reta tangente a esta
curva no ponto (1, 1), obtemos

32 Questao. (2.0 pontos).

O sol esta se pondo com angulo de elevagao (dngulo entre os raios e uma reta horizontal)
que diminui a uma taxa de 0,25 radianos/hora. Com que velocidade estard crescendo a

sombra de um prédio de 30 metros de altura quando o angulo de elevacao do sol for %?



e Solugao. (2.0 pontos)

Figura 1:
-O-
/ P
30m
B_

X

Vamos chamar de z = x(t) o tamanho da sombra do prédio, que corresponde ao tamanho
do segmento de reta horizontal que vai da base do prédio até o ponto de intersecao entre
os raios solares e o chdao. Chamemos de 6 = 6(t) o angulo de elevagdo. Notemos que,
quanto menor o angulo de elevacao, mais comprida serd a sombra, ou seja, maior serd
x = z(t). Como a altura do prédio é de 30 metros, entao o cateto oposto ao angulo de
elevagao mede 30 e o cateto adjacente mede x. Assim, obtemos

tgd = —.
x

Derivando implicitamente vem:

30

(sec? 0)0'(t) = —ﬁm'(t).

Observemos que, no instante t* em que o angulo de elevacao do sol for § teremos tg 6(t*) =
@, donde z(t*) = 30+/3 metros.

Notemos, ainda, que, por hipétese, 6'(t) = —0, 25 radianos/hora; o sinal ”—"vem do fato
que o angulo de elevacao estd diminuindo.

Juntando toda a informacao obtemos:

2(m
sec” (&
(1) = —30(6)9/(75*)9:2(75*) = 30 metros/hora.
Solugao alternativa.
Ao escrever 30
tgh = —,
T
note que, portanto,
x = 30cotgb.

Logo temos
2’ = —30 (cosec 26)0’.

Daf substituimos § = 7/6 e ' = —0, 25 rad/h e obtemos o mesmo resultado.

4a

Questao. (3.0 pontos).

Considere y = f(x) = x3e™*.



Verifique que
f'(x) = (3x2 —x%)e ™ eque f’(x)=(x®—6x%+6x)e .

Ache as assintotas horizontais e verticais caso existam.
Identifique os intervalos onde a funcgao é crescente e onde é decrescente.
Encontre os valores méximo e minimo locais e/ou globais caso existam.

Identifique os intervalos de concavidade para cima e para baixo e os pontos de in-
flexao.

Usando as informagoes anteriores faga um esbogo do grifico de y = f(x).

e Solugao.

(a)

(b)

(0.5 pontos) Usando a regra do produto junto com a regra da cadeia vem:
f'(x) = 3x%e X —x3e ™ = (3x> —x%)e X, e
f’(x) = (6x — 3x2)e ™ — (3x? —x3)e ™ = (x® — 6x% + 6x)e %
(0.5 pontos) Precisamos calcular

lim f(x) e lim f(x).

X——00 X— 400
Temos:
lim f(x) = —o0,
X——00

pois x3 = —00 e e X — 400 quando x — —oo. Continuando,

3 2
X 3x 6x 6
lim f(x)= lim — = lim — = lim — = lim — =0,

X——400 x—+oo eX x—+o00 eX x—+o00 eX x—+o00 eX
onde usamos trés vezes seguidas a regra de I’Hopital para eliminar a indeterminagao

00
do tipo —.

00
Assim, hd uma assintota horizontal ao gréfico de y = f(x) que é a reta y = 0.
Nao héa assintotas verticais uma vez que a funcdo y = f(x) estd definida em toda a
reta real.

(0.5 pontos) Notemos que f é (infinitamente) diferencidvel em toda a reta real. As-
sim, devemos analisar o sinal da primeira derivada para determinar os intervalos de
crescimento e decrescimento. Temos:

f'(x) = X2(3 —x)e ¥,

logo f’ se anula em x =0, eem x = 3. O sinal é determinado pelo sinal de 3 — x
e, portanto, é positivo em (—o00,3) e negativo em (3, 400).
Assim, f é crescente em (—o0,3) e decrescente em (3, +00).

(0.5 pontos) Pelo Teste da Primeira Derivada hd um tnico ponto de extremo local,
onde a derivada muda de sinal de positivo para negativo na direcao x crescente;
donde este ponto é de maximo local: x = 3. O valor maximo local é

27



(e) (0.5 pontos) Analisemos o sinal da segunda derivada:
f(x) = x(x2 —6x+6)e X =x(x— (3+V3))(x— (3—V3))e ™

Temos que f” é positiva nos intervalos (0,3 — v/3) e (3 + v/3,+00) e negativa nos
intervalos (—00,0) e (3 — /3,3 + v/3).
A conclusao é que o gréfico de y = f(x) é coOncavo para baixo em

(—00,0) U (3 — 3,3+ /3)
e concavo para cima em

(0,3—V3)U (34 V3, +).
Ha& trés pontos de inflexao:

x=0, x=3-V3, e x=3+3.



(f) (0.5 pontos)

Figura 2: Gréafico




